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Comportement (asymptotique) des
sommes

e La tarification est basée sur la loi des grands
nombres.

e La loi des grands nombres permet d’écrire, pour
une suite de variable i.i.d. d’espérance finie, que

1 ..
— (X1 + ...+ X,,) %5 E[X], quand n — oo
n

e En notant 5, = X1 + ... + X,,,

l(Sn — nE[X]) 220, quand n — oo.
n
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Comportement (asymptotique) des
extremes

e On considéerera un échantillon X, ..., X,, i.i.d., de
fdr I, et on definit la statistique d’ordre associée
X1, ooy X ou

min{Xl, ,Xn} = Xl:n S Xz;n < ..

< Xp—1m < Xy = maX{Xla 7Xn}

e En notant zp = sup{zr € R|F(z) < 1} < oo, COMmMe
Pr[X,., < x| = F™(x), on voit que

Xy =5 xp, gquand n — oo.
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Comportement (asymptotigue) des
extremes

Est-il possible de trouver des constantes de
normalisation «,, et b, > 0 telles que

Py [Xnn — Udn

: gx] = F"(an, + bpx) — H(x).

La fdr H est dite max-stable si pour tout n > 2, il
existe des constantes a,, € R et b, > 0 telles que

H"(a, + byx) = H(x), pour tout x € R.

e La classe des lois max-stables coincide avec la
classes des limites possibles, non-dégénérees,
pour les maximas normalisés de variables i.i.d.
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fdr limite H est du méme type qu’une des lois

1. Loi de Fréchet,
e (x) = exp (—x—f) Iz > 0], €>0
2. Loi de Weibull,
Ue(x) = exp (—az—f) Sl <0,et1sinon, £ >0
3. Loi de Gumbel,

A(z) = exp (—exp(—x)).
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Comportement (asymptotique) des
extremes

uivantes (données par leur fonction de répartition):
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ol GEV (pour Generalized Extreme Value) dont la
onction de répartition peut se mettre sous la forme

z—pu\1/§ :
H(z){exp((lf?") ) S!f#()
exp (— exp (_T)) SIE=0

Si u+ &x/o > 0 (représentation de Jenkinson-von
Mises).
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es trois lois sont en fait les trois cas particuliers de la
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La notion de variation reguliere

e Une fonction positive f : 0, +oo[ — R est dite a
variation réguliere (en +oo) d’indice « si f vérifie

1 ()
5 7 ()

e Sia =0, on parlera alors de fonction a variation
lente (notée L).

e Cette proprieté est stable par convolution: si
PriX >z]=2"%Lx (z) et Pr[Y > y] =y “Ly (y) OU
X et Y sont indéependantes alors

=t pour tout ¢ > 0.

PriX +Y > s] ~ s *(Lx (s) + Ly (s) ), quand s — oo.
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Lien entre maximum et somme: les
lois sous-exponentielles

e Soient X;. X5, ... une suite de variables i.i.d., de fdr
F.

e La loi correspondant a F' est dite subexponentielle
S
, Pr[X; + ..+ X, > 7
lim

z—oo Pr max { X1, ..., X;,} > 7]

e Autrement dit, le comportement dans les queues

d’'une somme est alors essentiellement déterminé
par la loi du maximum.

=1,n>1.
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Comportement (asymptotique) des
exces

e Soit G la fonction de répartition définie par

G = 1" (1+¢&x) Y8 si¢£0
] 1—exp(—2) Sl £ =0,

pourz>0sSié>0,et0<z<—1/£sI¢£ <.

o Cette fonction de repartition est appelée loi de
Pareto géneralisée (GPD) de parametre &.

e Une généralisation a trois parametres u, o et £ est
obtenue en remplacant x par (x — u) /o.

e Notons G, () =1 — (1+¢£2)" 7.
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Comportement (asymptotique) des
exces

chematiguement, on retiendra la distinction suivante
n fonction du parametre de gueue &:

e £ =0, loi a queue fine,

e £ €]0,1/2[, lol a queue épaisse, esperance finie,
variance finie,

e £ €[1/2,1], lol a queue epaisse, espérance finie,
variance infinie,

e £ €[1,00], lol @ queue epaisse, espérance infinie.
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Comportement (asymptotique) des
exces

e La loi GPD correspond a la loi limite des exces
(theoreme de Pickands-Balkema-de Haan).

e Plus précisement, F € MDA (H) si, et seulement
Sl

lim sup {|Pr[X —u<z|X >u]- Ge o(u) (T) 1} =0,

U—TF <x<TF

ou o (-) est une fonction positive.

e Le comportement limite de la loi des exces permet
d’approximer la queue de distribution.
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Analogie entre les deux approches

e Bien gue differentes, les lois limites GEV et GPD
font intervenir toutes deux un parametre dit
parametre de queue.

e Soit ¢ € R, les deux résultats suivants sont
équivalents:

RESULTAT 1
F'e MDA (He), i.e. il existe des suites (a,) et (b,)

telles que

lim Pr|X,., <apx+b,] = He (), x € R,

n—oo
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Analogie entre les deux approches

ESULTAT 2
| existe une fonction positive « (-) telle que pour
+&x > 0,

. Fu+tza(u) N X —u
uh—{go F(u) - u1—>ooP [a(u)

(1+&x)” 8 if e #£0,
exp (—x) If £ =0,
= G(z).

>x‘X>u]
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Cas de la lol exponentielle

e Considérons la loi exponentielle de parametre 1,
Flx)=1—¢e"".

e En posant a, =1 et b, = logn, alors

e\ N
F"(apx + by) = (1 — 6—) — exp (—e™ "),

n

c’est-a-dire que la loi limite du maximum normalisé
est la loi de Gumbel (de parametre GEV £ = 0).

e Aussi, les lois dans le domaine d’attraction de la loi
de Gumbel sont parfois appeléees de type
exponentielle.
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Cas de la lol exponentielle

e Pour I'approche par seuil, notons gue,

1 — F(u+ e~ (uty) _
PriX >u+ylX >ul= 1—](7(u)y): gy =e VY,

pour tout y > 0.

e Aussi, la loi limite est la loi GPD de parametre
¢ =0, avec o, = 1.

e Notons gue dans le cas, la loi GPD n’est pas
simplement la loi limite, mais il s’agit de la lol
exacte pour tout .

e Notons gue pour ces deux approches, on retrouve
le cas limite de la loi de parametre £ nul.
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Cas de la loi de Pareto

e Considérons la loi de Pareto, 1 — F(z) = cz~ ¢, ou
c>0, a>0.

e En notant b, = 0 et a,, = (nc)/ alors pour = > 0,

x—Oé

F™ (anz) = (1 - —)n — exp (—z7 ),

()

ou la limite correspond a la loi de Fréchet.

e Aussi, les lois dans le domaine d’attraction de la loi
de Fréchet sont parfois appelées de type Pareto.
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Cas de la loi de Pareto

e Pour I'approche par seuil, posons o, = ub ou b > 0,
de telle sorte que

F(u+ubz) — F(u)
1 — F(u)
cu™® —c(u+ubz)™“

~J :1— 1 b —Oé.
cu— ¢ (1+62)

Fu(oy2)

e En posant ¢ = % > 0et b= ¢ lalimite est alors |a loi
GPD de parametre £ > 0.
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Lois a queue épaisse, etude de
MDA(®;)

armi les lois appartenant au max-domaine
‘attraction de la loi de Fréchet (¢ > 0), on notera

e laloide Cauchy f(z) = (r(1 +2%))7!, z € R,

e les lois a-stable,

e la loi de Pareto pour o > 1 f(z) = az~ (@D, 2 > 1,

e laloi log-gamma f(z) = o’T'(3) ' (log )P~ 1z—"1,
x> 1,

e |la lol de Student

f(x) =T((n+1)/2) (1+22/n)” "2 ) /azD(n)2),

r € R.
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Lois a queue épaisse, etude de
MDA(®;)

e Rappelons que ®;(z) = exp(—z'/¢)) ~ x~1/¢ quand
r — oo (décroissance en fonction puissance).

e Pour¢ >0, F e MDA(H¢) sl et seulement s
F(z) =z~ V5L (x), ol £L(-) est une fonction a
variation lente.

e Si I est absolument continue, de densité f, telle
gue

Caf@)
a:h—{go F(CB) o :cl—>oo CU’I“(CIS) - &

> 0,

alors F € MDA(Hy).
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a

Lois a queue fine, etude de MDA( A)

e Un simple développement de Taylor a I'ordre 1
permet de montrer que 1 — A(x) ~ exp(—z) quand
r — OQ.

e Parmi les lois appartenant au max-domaine
d’attraction de la loi de Gumbel (¢ = 0), on notera

ol exponentielle f(x) = exp(—x) > 0,

a loigamma f(z) = I'(a) ta® L exp(—2), x > 0,
a loi normale f(z) = exp(—2%/2)/V27, € R,

a loi log-normale f(x) = exp(—[logz]|*/2) /v 27z,
x > 0.
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Estimation de I'indice de queue

Pickands __ 1 Xn—m:n — Xn—2m:n

— lo
n,m log 2 5 Xn—2m:n T Xn—4m:n

| 1
717,1,% — E Z log Xy—i:n — log Xp—m+1:n
1=1

H(1)\?
DEJH _ fH(l) 11— 1 1 _ (ﬁn,m )
n,m n,m 2 H(2) Y
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Estimation de I'indice de queue

e |l est possible de montrer que ces estimateurs
convergent quand n — oo, m — oo €t m/n — 0, et

. &2 (28t + 1)
??LD:IL?C?JkandS o —Loi N 07
v (§ | g) o ( (2 (26 — 1) log2)”

Vm (ff,l»f%l - f) —.0i Nor (0,€%)

\/E( Dt —5) —10i Nor (0,1 + &%) pour £ >0

e L'estimateur de Hill présentant une variance
asymptotique plus faible que les trois autres (dans
le cas ou £ > 0) il est généralement le plus utilise.
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Utilisation de I'approximation GPD
pour estimer une VaR

e Notons N, = > " I(X; > u), le nombre de
dépassement de « dans un échantillon X, ..., X,,.

e Pour z > u,

F(x) = F(u)Pr[X > z|X > ul,
ou Pr[X > x| X > u] = Fy(x — u) avec
Fu(t) = PrlX —u <X > u] = Ge 5(t),

pour des valeurs ¢ et 3 appropriées.
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Utilisation de I'approximation GPD
pour estimer une VaR

e Aussi, un estimateur naturel de F(z) repose sur
I'utilisation d’'un estimateur empirique de F(u), et
de l'approximation GPD de F,(x), i.e.

~ Ny, ~T — U /e
F(:z:)zl—?(l—l—ﬁ 3 )

pour tout = > u, et v suffisamment grand.

e Un estimateur naturel de VaR[X; p| est

T :u+§: ((]\2“?))5 1) .
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Alternative basée sur |I'estimateur de
Hill

e Un estimateur naturel de la fonction de répartition
est

Hall

F =1—-— ourzxz > X, ...
@=1- () pouraz X,

e En considérant I'inverse de cette fonction, on en
deduit I'estimation naturelle de la VaR|[z.P]:

(i

k(l—p)

)

_gH’;ﬂll
; )

Al _ x (
pour p >1—k/n.
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Comparaison

e Notons que cet estimateur peut eégalement s’écrire

s n _g?I%{”]L'Cll
ZISZI;II;L:” — Xn—k:n + Xn—k:n ((E(l — p)) — 1) )

qui peut ainsi étre compare a |'estimateur obtenu
par maximum de vraisemblance sur le modele
GPD,

&k

_ Be [ /n ~&
Lpk = Xp—km T Tk (E(l — p)) —1].

e Rappelons que I'estimateur de Hill n'est pertinent
gue si ¢ > 0 (etdonc pas si ¢ =

n
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